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Abstract

Pelabelan total takteratur total dari suatu graf merupakan pelabelan total
takteratur sisi dan juga pelabelan total takteratur titik. Pelabelan-k total
takteratur titik pada graf G sebagai pelabelan total pada G, n: V(G) U E(G) —
{1,2,...,k}, sedemikian hingga bobot semua titiknya berbeda, yakni wt, (x) #
wt, (y) untuk semua x,y € V(G), dan juga untuk sebarang dua sisi di G,
wt, (xy) # wt,(uv) untuk semua u,v,x,y € V(G). Nilai minimum k
sedemikian sehingga graf G memiliki pelabelan-k total takteratur total disebut
nilai ketakteraturan total dari G, dinotasikan dengan ts(G). Pada penelitian ini,
kami menentukan nilai eksak dari pelabelan total takteratur total dari graf helm
(H,) dan graf dream catcher (Dc(3,n), yakni berturut-turut

ts(H,) =n+ luntuk n > 3; dan ts(Dc(3,n)) = [1+23n

] untuk setiap n.

Kata Kunci: pelabelan total tak teratur sisi, pelabelan total tak teratur titik,
pelabelan total tak teratur total, Graf Helm, dan Graf Dream Catcher.

1. Pendahuluan

Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana dan tak berarah dengan himpunan titik
V dan himpunan sisi E. Pelabelan pada suatu graf adalah suatu pemetaan yang
memetakan himpunan elemen di graf tersebut ke himpunan suatu bilangan
(biasanya bilangan bulat tak negatif atau positif). Domain dari pemetaan tersebut
biasanya himpunan titik (disebut pelabelan titik), himpunan sisi (disebut pelabelan
sisi), atau himpunan sisi dan himpunan titik (disebut pelabelan total). Namun tidak
menutup kemungkinan terdapat domain lain selain ketiga domain tersebut.
Kumpulan hasil penelitian terkait pelabelan secara lengkap dapat dilihat pada [3].

Dalam beberapa kasus, bobot dari suatu elemen di graf, yaitu jumlah semua label
yang berse-suaian dengan elemen tersebut, menjadi perhatian para meneliti. Pada
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studi pelabelan total ajaib, yang dapat dilihat secara lengkap pada [9], bobot suatu
titik x terhadap pelabelan total n: E(G) UV (G) — {1,2,3, ..., k} pada elemen-elemen
di G = (V,E) didefinisikan sebagai wt(x) = n(x) + X,yegn(xy), dan bobot sisi xy
adalah n(x) +n(xy) +n(y). Biasanya bobot suatu elemen dinotasikan dengan
memberi indeks, seperti wt,. Hal ini untuk menunjukkan bobot suatu elemen
terhadap pelabelan tertentu, dalam hal ini pada 7.

Chartrand dkk.[2] memperkenalkan pemetaan 7:E(G) — {1,2,3,...,k} sebagai
pelabelan-k sisi pada graf G berorde paling tidak 3 sedemikian hingga bobot semua
titiknya berbeda, wt,(x) # wt,(y) untuk semua x,y €V(G) dengan x #y.
Pelabelan demikian disebut dengan pelabelan takteratur. Nilai ketakteraturan dari
graf G adalah minimum k sedemikian sehingga graf G memiliki pelabelan takteratur
dengan label paling banyak k, dinotasikan oleh s(G). Apabila bobotnya tidak ada,
maka s(G) = oo.

Berdasarkan pelabelan takteratur tersebut, Baca dkk [1] mendefinisikan pelabelan-k
total takteratur titik pada graf G sebagai pelabelan total pada G, n:V(G) U
E(G) — {1,2,3,..., k}, sedemikian hingga bobot semua titiknya berbeda, yakni
wt, (x) # wt,(y) untuk semua x,y € V(G). Nilai total ketakteraturan titik dari graf
G, dinotasikan tvs(G), adalah minimum k sedemikian sehingga G memiliki
pelabelan-k total takteratur titik. Pada [1] telah ditentukan beberapa batas (baik
batas atas maupun batas bawah) dan nilai eksak tvs(G) untuk beberapa jenis graf,
diantaranya graf pohon, graf lengkap, graf prisma, dan graf bintang. Selain itu, Baca
membuktikan nilai total ketakteraturan titik untuk setiap graf-(p, q) G dengan
derajat minimum §(G) dan derajat maksimum A(G) sebagai berikut.

Teorema 1.1. Untuk sebarang graf G berlaku
p+6(G)
[A(G) +1
dengan A(G) adalah derajat maksimum dan §(G) adalah derajat minimum. m

<tvs(G) <p+AG)—26(G)+1

Selanjutnya, Nurdin dkk [5] membuktikan batas atas yang lebih ketat dari nilai total
ketakteraturan titik sembarang graf sebagai berikut.

Teorema 1.2.

6(G) + Ns6) 6(G) + Nge) + Ns6)+1 5(G) + Zfégzc) n;
ws(G)Zmaks“ 5(G) + 1 H 5(G) + 2 l [ AG) + 1

Selain itu, Baca dkk. [1] juga mendefinisikan pelabelan-k total pada graf G
sebagai pelabelan total takteratur sisi pada G apabila setiap dua sisi
berbeda pada G memiliki bobot yang berbeda, yaitu wt, (xy) # wt,(uv)
untuk semua u,v,x,y € V(G). Nilai total ketakteraturan sisi dari graf G,
dinotasikan tes(G), adalah minimum k sedemikian hingga G memiliki
pelabelan-k total takteratur sisi. Baca [1] membuktikan nilai total ketakteraturan sisi
suatu graf sebagai berikut.
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Teorema 1.3.

tes(G) = maks {[IE(G;I il 2], [A(G;-{_ 1} } []

BaCa juga menentukan nilai total ketakteraturan sisi dari lintasan, siklus, graf
bintang, graf roda, dan graf persahabatan.

Selain pelabelan total takteratur titik dan pelabelan total takteratur sisi, juga terdapat
pelabelan total takteratur total. Pelabelan ini pertama kali diperkenalkan oleh
Marzuki dkk [4]. Pelabelan-k total pada graf G didefinisikan sebagai pelabelan-k
total takteratur total apabila pelabelan total takteratur titik dan juga pelabelan total
takteratur sisi. Nilai ketakteraturan totaldari graf G, dinotasikan dengan ts(G), adalah
minimum k sdemikian hingga graf G memiliki pelabelan total takteratur total dengan
label paling besar k. Pada [4] telah membuktikan nilai total ketaktertaturan total dari
sembarang graf sebagai berikut.

Teorema 1.4.
ts(G) = maks{tes(G),tvs(G)}. m

Ramdani dan Salman [6] menentukan nilai eksak untuk nilai ketakteraturan total
dari beberapa graf hasil kali kartesian. Mereka membuktikan bahwa ts(C,, X P,) =
n+1 untuk n=>3; ts(S,xP,)=n+1 untuk n=3; ts((B,+P)XP,=
[(5n+ 1)/3]; dan ts(P, X P,) = n.

Pada [7] Ramdani, Salman, dan Assiyatun memberikan nilai ketakteraturan total
dari graf regular G untuk n = 3 mod 3; ts(mG) < m- ts(G) — |(m — 1)/2]; ts(mC,) =
[(mn+2)/3]; dan ts(m(C,xP,)) =mn+1. Ketiganya bersama dengan
SemaniCova-Feriov€ikova dan BaCa [8] memperkirakan batas atas untuk nilai
ketakteraturan total suatu graf dan memberikan nilai eksak untuk nilai
ketakteraturan total dari beberapa kelompok graf.

Pada penelitian ini, kami akan menentukan nilai eksak dari pelabelan total
takteraturan total dari graf helm dan graf dream catcher.

2. Hasil Penelitian

2.1.Pelabelan Total Takteratur Total pada Graf Helm

Misalkan n adalah bilangan bulat, n > 3. Graf helm, disimbolkan H,, merupakan
graf yang diperoleh dari suatu graf roda-n dengan menambahkan pendan pada
setiap titik siklusnya. Banyaknya titik pada graf helm adalah 2n + 1, sedangkan
banyaknya sisi adalah 3n. Titik-titk pada graf H, dapat dinotasikan dengan
U, vy, Uy, ..., Uy, W1, Wy, ..., W, S€hingga himpunan sisinya adalah

E(G) = {uvy,uv,, ..., Uy, V1 Wy, UV3Wy, ..., UgWy, V1V, U3 V3, «oo, U Uny1, V1Vn }

Berikut ini diberikan teorema nilai eksak dari nilai total takteratur total dari graf helm.
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Teorema 2.1. Misalkan H,,,n > 3 adalah graf helm. Maka
ts(Hy) =n+1

Bukti. Perhatikan bahwa ts(H,)) = n+ 1, artinya ts(H,,)) =n+ 1 dan ts(H,) <n+
1. Pertama akan ditunjukkan bahwa ts(H,) = n + 1. Perhatikan bahwa banyaknya
titik dan banyaknya sisi pada graf H, berturut-turut adalah 2n + 1 dan 3n, serta
6(H,) = 1 dan A(H,,) = n. Berdasarkan Teorema 1.1 diperoleh

2n+1+1 2n+ 2
tvs(Hn)_[ ] [n+1

dan juga berdasarkan Teorema 1.2 dlperoleh
3n+21 m+1 21 m+1 2
tes(H)>maks{[ ] [ }=mak5{[n+§],[ 5 ]}=[n+§l=n+1.

Kemudian berdasarkan Teorema 1.4 diperoleh
ts(H,) = maks{tes(H,),tvs(H,)} = maks{n+ 1,2} =n+ 1.

Dengan demikian, ts(H,)) = n + 1.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ts(H,) < n + 1. Definisikan suatu pelabelan
total takteratur n: V(H,) U E(H,) — {1, 2,3, ...,n + 1} seperti berikut.

n(u) =n+1

n(vy) =n(w;) =1 ,untuk i € [1,n]
nuv) =n+1 ,untuk i € [1,n]
n(wviz1) =1 ,untuk i € [1,n — 1]
nwivy) =n+1 ,untuk i € [1,7n]
nww) =1 ,untuk i € [1,n]

Perhatikan bahwa label semua titik paling banyak n + 1.
Selanjutnya pandang bobot tiap titik dan sisi pada graf H,, berikut.

wt, (u) =(n+1)?
Wiy (v) _ {Zn + 4 t+i , untuk b= 1,n
n+4+i ,untuki = 2,3,...,n—1

wt, (w;) =i+1 ,untuk i € [1,n]
wt,(uv;)) =2m+1)+i ,untuk i € [1,n]

wt, (V;V;4q) =20 ,untuk i € [1,n]
wt,(v11v,) =2Mn+1)

wt,(viw;)) =2i+1 ,untuk i € [1,n]

Sehingga bobot sisi terhadap pelabelan n adalah 3,4,5,...,3n + 2. Artinya bobot
sisi-sisi pada H,, berbeda untuk tiap pasang sisi berbeda. Sedangkan untuk bobot
titik juga berbeda untuk semua pasang titik berbeda. Akibatnya, pelabelan total
pada graf H, merupakan pelabelan-(n + 1) total takteratur total. Jadi, ts(H,)) =n +
1. m
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Sebagai ilustrasi, perhatikan pelabelan total takteratur total pada graf helm Hg
dengan label terbesar adalah 6 berikut.

Gambar 1. Pelabelan Total Takteratur Total Graf Helm Hy

2.2.Pelabelan Total Takteratur Total pada Graf Dream Catcher

Misalkan n adalah bilangan bulat. Graf Dream Catcher adalah graf yang diperoleh
dari graf hasil kali korona C; dan nK;, disimbolkan Dc(3,n). Banyaknya titik dan sisi
dari graf dream catcher berturut-turut adalah sama, yakni 3(n + 1). Kemudian
himpunan sisinya adalah

E(Dc(3,1n)) = {0105, V303, V1Wy, oo, V1 Wy, Va Wiy 1, v, VaWan, UsWop i1, -, UsWap }

Teorema 2.2. Untuk setiap n > 2 berlaku

ts(Dc(B n)) [

1+3n]

1+3n 1+3n

Bukti. Perhatikan bahwa ts(Dc(3,n)) = [ ] Artinya ts(Dc(3,n)) = [ ] dan

ts(Dc(3 n)) [ ] Banyaknya titik dan banyaknya sisi graf Dc(3,n) adalah

sama, Yyakni 3(n + 1). Sedangkan derajat minimunya adalah 1 dan derajat
maksimumnya adalah n + 2. Berdasarkan Teorema 1.2 diperoleh

tvs(Dc(3,n)) > maks {[1+23n] ’ [1+3n+3(n+1) } — maks {[1+23n] ’ [6n+4]} _ [1+3n]

1+n+2 n+3 2

atau tvs(Dc(3,n)) = [
Berdasarkan Teorema 1.3 juga diperoleh

tes(Dc(B n)) >maks{[3n+5 ‘[n-2|-3 }zmaks”n+§],[n-2|-3]}= [n+§] =n+2

1+3n]

32



atau tes(Dc(3,n)) = n + 2.
Dari nilai tvs(Dc(3,n)) dan tes(Dc(3,n)) tersebut, berdasarkan Teorema 1.4
diperoleh

ts(Dc(3,n)) = maks {tvs(Dc(3,n)), tes(Dc(3,n))} = maks {[12371] ,n+ 2} = [H:n]

Dengan demikian ts(Dc(3,n)) > [Hzﬂ]

1+3n
2

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ts(Dc(3,n)) s[
total n sebagai

]. Definisikan pelabelan

1+ 3n
n:V(Dc(3,n)) UE(Dc(3,n)) — {1,2, 3, [ ]}
dengan
n(w;) 1 cuntuk i =1
=3y 2 untuk i = 2
n+2 . untuk i =3
n(w;) = [1H ,untuk1< i<n
2
N (Wnti) — w] untuk1<i<n
2
N(Wan+i) — w] untuk1<i<n
2
n(viv,) =n
n(v,vs3) =n+1
n(v,vs3) =n+1
n(vyw;) — | ,untuk1<i<n
. 2
N(VaWh4i) — ﬁJ untuk1<i<n
2
N(WzWonyi) = %J untuk1<i<n
2

Perhatikan bahwa label semua titik paling banyak n + 1. Kemudian pandang bobot
tiap titik dan sisi pada graf Dc(3,n) berikut.

wt, (V1) =2n+2+X", %

wty (v2) =2n+3+ 3L, [ 22|

wt, (v3) =3n+44+3", [ 1+22”+i ]

wt, (w;) =i+1 ,untuk 1 < i < 3n
wty, (v,10,) =3+n

wt, (v1V3) =4+2n

wt, (v,v3) =5+2n

wt, (vyw;) =241 ,untuk 1 <i<n
wt, (VaWpy) =3+n+i ,untuk 1 <i<n
wt,(V3Wany) =3+ 3n+i ,untuk 1 <i<n

sehingga bobot sisi terhadap pelabelan n adalah 3,4,5, ...,3n + 3 4+ i. Artinya bobot
sisi-sisi pada Dc(3,n) berbeda untuk tiap pasang sisi berbeda. Sedangkan untuk
bobot titik juga berbeda untuk semua pasang titik berbeda. Akibatnya, pelabelan

33



total pada graf Dc(3,n) merupakan pelabelan-[lzﬁ] total takteratur total. Jadi,
ts(Dc(3,n)) = [1+23n]. n

Sebagai ilustrasi, perhatikan pelabelan total takteratur total pada graf Dc(3,3)
dengan label terbesar adalah 5 berikut.

Gambar 2. Pelabelan Total Takteratur Total Graf Dream Catcher

3. Kesimpulan

Pada kesempatan ini, kami menginvestigasi eksistensi dari pelabelan total
takteratur total sebarang graf dan memberikan nilai eksak dari nila total
ketakteraturan total graf helm H,,n > 3 dan graf dream catcher Dc(3,n) berturut-
turut sebagai berikut.

ts(H,) =n+ 1dan ts(Dc(B,n)) = [1+3n].

Untuk para peneliti selanjutnya, topik pelabelan total takteratur total ini masih
terbuka untuk penelitian pada graf lainnya.
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