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Abstrak

Persamaan Schrédinger dengan potensial non-central bertujuan untuk memperoleh fungsi
gelombang dan eigen energy nonrelativistik dalam ruang-waktu dengan topologi nonspherical.
Potensial non-sentral hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen Morse
Trigonometrik yang dipengaruhi oleh Position dependent mass yang dianalisis menggunakan
metode Supersymmetric Quantum Mechanics (SUSY QM) dengan koordinat bispherical. Persamaan
Schrédinger dengan potensial non-sentral secara umum dilakukan pemisahkan variabel bagian
radial dan sudut. Solusi analitik yang diperoleh untuk penyelesaian fungsi gelombang system
tingkat dasar dengan mengaplikasikan operator penurun dan operator penaik untuk fungsi
gelombang tingkat atas dengan mengoperasikan fungsi gelombang tingkat dasar. Sedangkan
eigen energinya diperoleh menggunakan sifat shape invariant.

Keywords: Persamaan Schrédinger, variable mass dependent, SUSY QM, bispherical coordinate,
potensial non-central

Pendahuluan

Persamaan Schrodinger merupakan perumusan matematis yang menjelaskan
perubahan tiap waktu dari sistem fisika untuk mempelajari efek mekanika kuantum.
Studi mengenai persamaan Schrodinger dalam ruang-waktu dengan topologi
nonspherical dan konstanta kosmologis negatif seperti koordinat toroidal [1] dan
koordinat bispherical [2] menjadi subjek penelitian yang menarik baru-baru ini.
Koordinat bispherical adalah sistem koordinat ortogonal tiga dimensi yang dihasilkan
dari sistem koordinat bipolar dua dimensi. Koordinat ini dapat diterapkan diberbagai
cabang teori medan makroskopik seperti elektrostatika dan magnetostatika [3].
Beberapa aplikasi Koordinat bispherical (n,8,4) dalam bidang makroskopik
diantaranya: elektrostatik, magnetostatik, dan difusi steady-state, arus listrik, dan
aliran panas [4].

Dalam beberapa tahun terakhir, banyak upaya yang telah dilakukan oleh peneliti
untuk mendapatkan solusi analitis dari permasalahan non-sentral [5]. Potensial non-
sentral, energi potensialnya merupakan fungsi jarak dan sudut. Potensial ini dipelajari
dalam sudut pandang mekanika kuantum non-relativistik dan/atau relativistic [6]
dengan menggunakan berbagai metode untuk memecahkan potensial non-central
sehingga dapat diperoleh spektrum energy keadaan terikat.

Mekanika kuantum supersimetrik (SUSY-QM) adalah kerangka kerja yang
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digunakan untuk menentukan nilai eigen energi dan fungsi eigen secara analitis
untuk berbagai model potensial [7], [8]. Untuk menentukan spektrum energi
nonrelativistik dapat diperoleh menggunakan SUSY-QM dan gagasan bentuk
invariansi, sedangkan fungsi gelombang menggunakan operator SUSY-QM
penurunan dan penaik [9]. Metode ini merupakan salah satu metode sederhana yang
paling digunakan untuk memperoleh fungsi gelombang.

Dalam paper ini, bagian radial dan sudut dari persamaan Schrodinger tiga
dimensi dalam koordinat bispherical diselesaikan menggunakan metode SUSY QM
untuk variabel sistem partikel yang dipengaruhi position dependent massa dengan
potensial non-sentral. Partikel dengan massa yang bergantung pada posisi (efektif)
dalam teori kuantum beberapa dekade terakhir telah menarik perhatian karena
aplikasinya dalam fisika materi terkondensasi, misalnya, untuk deskripsi the graded
crystals, quantum dots, dan metal clusters [10]. Potensial non-sentral yang digunakan
hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen Morse Trigonometrik.
Potensi Kratzer adalah salah satu potensial yang paling menarik karena mengandung
istilah degeneracy-removing inverse square selain istilah Coulomb [11]. Potensial ini
yang telah banyak diterapkan dalam berbagai kelas ilmu fisika dan kimia termasuk
fisika atom dan molekuler [11], [12].

Paper ini disusun menjadi beberapa bagian. Dalam Bagian 2 kami memberi ulasan
singkat tentang koordinat bispherical, persamaan Schrodinger dengan variabel massa
dependent, dan potensial non-sentral hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl
Teller dan Rosen Morse Trigonometrik. Bagian 3, review singkat tentang metode
SUSY QM. Bagian 4 kami menyajikan hasil dan pembahasan, dan terakhir bagian 5
yaitu kesimpulan.

Dasar Teori

Bispherical Coordinates

Hubungan koordinat kartesian, koordinat bola, koordinat tabung dan koordinat
bispherical pada persamaan Laplace dapat ditentukan dalam persamaan Laplace.
Persamaan Laplace dalam sistem koordinat bispherical berfungsi untuk
mendistribusikan potensial dan medan keseluruh ruang, terutama pada daerah
antara dua bola. System koordinat bispherical didefinisikan dengan tiga variable
(B, a, ¢), padalah bagian sudut azimut, dipilih sedemikian rupa sehingga ¢ = 0[13].
Koordinat bispherical terdiri dari tiga bagian antara lain bagian radial, polar angular
Persamaan, dan azimuthal angular

-1
_ -1 r2—a? ) . 2az _ 1y
= C0S |, =SIn O =tan ~= 1
p=cos™ (Tt [ el L ®

Untuk menyelesaikan masalah antar bola eksentrik di mana satu bola berada di
dalam bola yang lebih besar panjang confocal-nya adalah

a= T @

4,4 2,2_5.2 2
\/Ti +ry+8*=2rfri—2r{52-2r§ 62

dadalah jarak antara pusat bola bagian dalam dan luar yang masing-masing
memiliki jarijari R;dan R, Persamaan Schrodinger dengan variabel massa
Transformasi koordinat antara sistem Kartesius dimensi (x,y, z)terkait koordinat
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bispherical (i, 1, ¢)sebagai berikut [14].

asinncos¢ asinnsin¢ asinhu

X=—"T"T—""\y= """ Z=———7——""_ (3)

cosh u—cosn cosh u—cosn coshu—cosn

Parameter a menentukan skala linier jari-jari pusat bola yang disesuaikan dengan
sistem dua bola pada koordinat bispherical. Sistem koordinat ini kita menyelesaikan
persamaan Laplace 4y (u,n, ¢) = 0 (¢ ini adalah potensial listrik) dalam tiga dimensi
ketika masalah invarian (simetris) di bawah rotasi.

dz\2 2 _ (dx 2
+ () 6 =900 = (G5) +

W= gw= (L) +(@) +(2),  m=gn=(2) +(%)
(&) + (L) @)

Persamaan (4) dapat diselesaikan dengan penjabaran dan differential parsial
dz _ acosh u(cosh u—cosn) _ (sinh w)asinh u dx _ —asinncos¢sinhy dy  —asinysingsinhp

du (cosh u—cosn)? (coshpu—cosn)2’ du ~ (coshpu—cosn)?2 ' du  (coshu—cosn)?
E __ —asinnsinhu d_x __acosncos $(cosh u—cosn) _ sinnasinmn cos ¢ ﬂ_ asinncos¢ d_y _
dn  (cosh p—cosn)?’ dn (cosh u—cosn)? (cosh u—cosn)?’ de " cosh 1L—Cos7 dn -
acosnsin ¢(coshu—cosn) sinnasinnsin ¢ daz _ ax _ —asinnsing (5)

(cosh u—cosn)? (cosh u—cosn)?’ d¢ "d¢  coshu—cosn

Berdasarkan Persamaan (5) dapat menentukan skala faktor koordinat bispherical
B 1, and ¢,
hy=hy=————=hy=h,, hy=hy=

asinhn
cosh u—cosn (6)

coshu—cosn

elemen garis koordinat ortogonal adalah

ds? = dr? = hidqf + h3dqj + h3dq3, di = hyflodu + hyfiodn + h¢q§0d¢ @)
fig, o, o merupakan unit vektor koordinat bispherical. Dengan menggunakan prinsip
divergensi
o [vies
vV =lim
Jdt—)O J.dt

(®)

Dengan menggunakan divergensi vektor dalam koordinat bispherical, maka diperoleh

{aq (V1hyh3) * 30 (V2h3h1) 300 (V3h1h2)} )

V. V(fh' q2,93) =

Operator diferensial V = Vidiselesaikan dengan menggunakan prinsip gradient. Dimana
solusiysebagai fungsi variable pemisah

‘h 611) QZ oY 4z oy
= ST 1
l/) hy a‘h hs 0q3 + hz 9q3 ( 0)

41, G2, G3is a merupakan satuan vektor. Persamaan (12) dan (13) diselesaikan menggunakan

prinsip gradien dan divergensi

7 = V.7 = e (o a0r) 50 O as) * 0 O og)} (4D

Sistem koordinat bispherical (¢, 1, ¢), dimana ¢ adalah sudut azimuth dengan nilai ¢ = 0 [3,

4, 39]. Persamaan Laplacian untuk sistem koordinat bispherical



VZI/) - hiu3 [aa_ﬂ (h” %) + snlﬂ] on (h smn lp) Sl?lzﬂ%] (12)

Persamaan Schrodinger 3D koordinat bispherical

hef1ro (o), 1 0 W\, _hy 0%y B
2m {hz [6# (h” 6;1) + sinn an (Sm'77 h” 67]) + sinZn 6¢2” +VQwn, o)y = EY (13)

Persamaan (13) adalah persamaan Schrodinger yang direduksi dan diturunkan secara lebih
sederhana dengan mensubstitukan pemisah variable dari persamaan Laplace yang disetting

= /coshu — cosn F(u,n, ¢) sehingga diperoleh

L cosh? u-Lcosh pucosn—>(cosn? u—1 _1
2 ( #_alp) = [Z ek 45 “1) F + a(coshu —cosn) 2F" (A)
u u 2
(cosh p—cosn)z

1 3
Kl d 1 cosnF' 1 sinnF' a(cosn cosh u—=cos? n—=)F
lnnh—¢=a. ! + -1 1+( + 54) (B)
Hoan

1 3
sinn 617 ST (cosh u—cosn)z ST (cosh u—cosn)2 (cosh u—cosn)z

Persamaan (A) dan (B) dijumlahkan

d?F
a F du?
2 (n,2) 4 - r+a———+
ou\ Hou _ * (cosh pu— cosn)z (cosh p—cosn)2
o ( hy, ) ) siny ok ©
cosnN— i
smn 617 lnn a ﬂdn + dn 2
sinn 1 1
(cosh u—cosn)2 (cosh u—cosn)2
1 1
hy, d?(coshp—cosn)2F _  a(cosh i—cosn)z sz a d?*F (D)
in2 2 ~ sin2 _ 2 dd2
sin?n do sin?n(cosh u—cosn) d¢ smzn(coshu cosn)z do

Persamaan (C) dan (D) disubstitusikan ke dalam Persamaan (10), diperoleh persamaan
umum Schrodinger pada koordinat bispherical.

—h* 1 (3%F 1 9 oF 1 8°F

2m h2 {6/12 +smn an (Slnn ) +sm2nr¢2_zF} +VF =EF (14)
Bentuk persamaan Schrodinger potensial non-central dari koordinat bispherical.
Mensubstitusi Persamaan Laplace (14), (6), dan potensial non-central menjadi persamaan
Schrodinger tiga dimensi

9%F 1
(coshu—cosm)?| 4 " ouz " siny _ (¢) _2m
a? a( 6F)+ 1 9°F ( )F— h2 EF(15)
on sinn sin?2n a2

Formulasi position dependent mass yang disetting dalam penelitian ini agar persamaan
Schrodinger dapat diselesaiakan secara analitik maupun eksak adalah sebagai berikut,

m, __ mg(cosh u—cosmn)?
h_ﬁ - a?

m =

(16)
Diperoleh,

¥F, 1 0 L 0°F _ 2mo @ \p = (1_2m%
6u2+smn 617( inn ) sin?n a¢? h? (V(H) +V(n)+Vsin2n)F - (4 h2 E) F(17)

dimana
F=M@WHmP(p) (18)
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Potensial Non-Sentral Hasil Kombinasi Potensial Kratzer Plus Poschl Teller Dan
Rosen Morse Trigonometrik

Potensial Kratzer telah memainkan peran penting dalam fisika atom dan
molekuler serta kimia kuantum. Potensial tipe ini telah digunakan secara luas untuk
menggambarkan struktur molekul dan interaksinya [15]. Potensial Kratzer digunakan
pada bagian radial dengan variabel . Sehingga, potensial Kratzer yang digunakan
yaitu

v = -2D, (2-3%) (19)

Potensial ini juga termasuk potensial anharmonic yang dapat mempelajari getaran
tekukan di luar bidang [16]. Potensial Poschl Teller digunakan pada bagian sudut
angular dengan variabel n. Sehingga, bentuk potensial Poschl Teller [17] yang
digunakan yaitu

n? -1 -1
v(n) :%[K(K )_l_)((x ) (20)

o Lsin2n cos?n

Potensial Poschl-Teller V(n) diatur oleh dua parameter, parameter x dan y
menyesuaikan derajat asimetri, dan simetris sempurna untuk x = y [18]. Dimana m,
adalah massa suatu partikel. Selanjutnya, Potensial Rosen-Morse merupakan salah
satu kandidat potensial yang digunakan untuk mendeskripsikan fungsi eigen dan
spektrum energi kurungan kuantum dalam kromodinamika kuantum (QCD) [19].
Potensial TRM digunakan pada bagian sudut azimuthal dengan variabel ¢. Sehingga,
bentuk potensial TRM [20]. yang digunakan yaitu

V() = 5o (22D 2 cot ) @

2mg \ sin? ¢

Dimana pdan q adalah kedalaman parameter potensial Rosen Morse, dengan p >
1L,g>1,0<¢<Z

Metode Supersimetri Mekanika Kuantum
Witten mendefinisikan system supersimetri mekanika kuantum [21], system
supersimetri yang terdiri dari operator-operator supermuatan yang komut
supersimetri Hamiltonian
[0;, His] =0and i =1,2....N (22)

N adalah banyaknya generator yang memenuhi hubungan anti komutasi.
[Q: Q}] = 5inss (23)
System SUSY yang paling sederhana N = 2. Operator super muatan Q;dan Q,dapat

diasosiasikan dengan partikel spin % yang dapat bergerak pada garis lurus didefinisiakn

sebagai berikut
Q1= %(Cﬁ \/% + (72¢(X)> and Q; = %(—Uﬁb(x) + 03 \/%) (24)
0y, 0, adalah matrik pauli dan ¢(x)adalah superpotensial, dimana p = —ih %momentum

linear (momentum bosonic). Persamaan (23) dan (24) dapat diperoleh
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h? d? h do

_hta®  h do 2
H.. = 2mdx?  2mdx ¢ _(Hy 0 25
ss — h? d? h d¢ 2 0 H_ ( )
0 Tomac Vamax 9
dimana
n? d? . hod
Hy == 4V, (x), with V, (x) = ¢% + ﬁﬁ (26a)
— _na —42__Nh do
H_ = ez T V_(x), dengan V_(x) = ¢ o dx (26b)

V_(x) and V,(x) masing-masing adalah pasangan potensial supersimetri. Sehingga
Persamaan (22) dapat menimbulkan energy terdegenerasi H. dan H,, SUSY partner
Hamiltonian Fermionik (penurun) dan Bosonik (penaik). Berdasarkan Persamaan (26) dapat

difaktorkan menjadi

H_ = A*Adan H, = AA* (27)
+___h a __h a
Af = ==t O(0), A= =+ D(%) (28)

Sepasang potensial supersimetri dikatakan shape invariance apabila kedua potensial
memiliki bentuk yang sama hanya dibedakan oleh parameter pada potensial tersebut dan

memenubhi syarat seperti,

|7 (x; aj) =V (x; aj+1) + R(aj+1) (29)
Vi(xsa5) = p%(x; a5) + \/%W(x; aj)dan V_(x; a;) = ¢2(x;a;) — \/%(p’(x; a;)(30)
R(aq) = Vi(ag, ) — V_(ay,w)dan R(ay) = Vi (ay, 1) —V_(az, 1) (31)

dimana j = 0,1,2,...a adalah parameter yang ditentukan secara berturutan (rekursif), a;,; =
f(a;) and R(a;)konstanta yang tidak bergantung terhadap x, ¢'(x,a;)adalah turunan

pertama ¢(x,a;). Hubungan antara Hamilton umum dan Hamiltonian SUSY dinyatakan

sebagai berikut
h? d?
H=H_+s=—%ﬁ+V_(x;la0)+s (32)
V() =V_(xa0) +&=¢*(xa0) — =" (x:q)) + ¢ (33)

Dimana (x) sering dinyatakan sebagai Potensial Efektif (V.sf). Sedangkan ¢(x) ditentukan
dengan dugaan secara intelektual berdasarkan bentuk potensial efektif sistem terkait.
Prosedur penjabaran Hpke H;, diteruskan ke Hamiltonian yang lebih tinggi dan akhirnya
diperoleh generalisasi seperti,
s h? d? s
H® = ————— + V_(x; as) + Xji=1 R(ar) (34)

Dari Persamaan (34) diasumsikan H_ = H, bila dioperasikan pada fungsi gelombang tingkat

dasar maka akan diperoleh spectrum energy (eigenvalues) dari H,,.
Ey” = ¥ho1 R(a) (35)
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Energy spektrum tingkat dasar dapat diperoleh,

E,=E +¢ (36)
Ey merupakan Energy tingkat. Untuk menentukan fungsi gelombang tingkat dasar
Alpé_)dapat dicirikan dengan lowering operator (A)Hamiltonian, (A*)apabila dioperasikan
maka hasilnya sama dengan nol

=0 (37)

untuk memperoleh fungsi gelombang tereksitasi dapat dicirikan dengan raising operator
(A*) Hamiltonian yang diperoleh dari operasi berantai (A*)terhadap gelombang tingkat

dasar

Pr (x5 00) = AF (x5 o)y (5 ) (38)
Selanjutnya, penyelesaian persamaan Schrodinger koordinat bispherical untuk sistem tiga

dimensi

Hasil dan Pembahasan

Persamaan Schrodinger potensial non-sentral Kratzer plus Poschl-Teller dan
Rosen Morse trigonometri. merupakan potensial yang hadir secara simultan dalam
sistem kuantum. Potensial non-sentral ini dinyatakan sebagai

2 2 _ _ 2
V(an,¢) = —2D (2= 25) + o [SD L]y B (B2 94 cot ) (39)

uw o 2u? 2mg L sin% 7 cos?n 2mg \ sin? ¢

Bentuk persamaan Schrodinger tiga dimensi untuk Potensial Kratzer plus Poschl
Teller dan Rosen-Morse trigonometri dinyatakan,

~2p, (2-19) +

noozp?
n? [82%F , oF 1 0%F W2 [k(k-1) | x(x-1) 1.
_% ﬁ sinn%(SlnnE)-i_sinznrqbz]-l_ Z_mO[sinzn + cos?n F+ZF_EF (40)
W (plp+1) )
2m, (sin2¢ 2qcot

Dari Persamaan (40) diperoleh persamaan Schrodinger fungsi bagian radial, sudut dan

azimut, secara berurutan dalam bentuk,

19°M  2m, a 1ad? 1 2my .
o |20 (G gi)| m i TR E = 2 (41)
1 9 OH\  2mo [K(—D=3  x(x-1)
_ A OH\ _ 2my NN AY 4 _
Hsinn dn (Sln n 617) h2 [ sin2n + cos2n ] - lz (42)
_12°P  2mo (p(p+D) _ - )
P 297 + 2 (Sinz n 2q cot ¢) = Ay sin*n (43)
Solusi Potensial Non-Central Bagian Azimuth
Persamaan (43) dapat ditulis kembali
_ o' B (p(ptD) _ " 2
amg 992 | 2my (Sinz 3 2q cot d)) P = — AP sin“ny (44)

Dari Persamaan (44) dapat diperoleh potensial efektif dan energy tingkat dasar.
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h2 (p+1) "nr h? :
Vers = g (p P72 _2qcot ¢) dan Eyy = 2—mo/11 sin?n (45)

sin? ¢

Dengan dugaan yang tajam, maka superpotensial dari Persamaan (44) adalah,

O(¢p) = Acotp — = (46)

Persamaan (45), dan (46) disubstitusikan ke dalam Persamaan (33) diperoleh,

A% csc? ¢ — A? hz (p(p+1) 2q cotqb)—s(47)

sin2

J_

Dengan menyamanakan koefisien dari variabel sisi kanan dan kiri Persamaan (47) dapat

diperoleh nilai konstanta 4, B dan ¢

A=

R h? 2 2
~ o (p+ 1B =5 g dan e = —((p +1)% — p+1)2) (48)
Persamaan (30), (47), dan (48), untuk menentukan hubungan pasangan potensial yang

memiliki bentuk invarian, seperti

ppts

_ R [p(p+1) 2 h?
V(o0 $) = 3o |25~ (0 + 12 — 2 cot § + 55| Vi (00, 9) = - [t — 2q cot -
2
2 4
(p+ 12 + o] (49)
Dengan mensetting parameter baru p; = p + 1 dari parameter py = p
hz (p+1)(p+2) 2
V(o1 ) = 5o [FE2EE — 2q cot ¢ — (p +2)% + | (50)
maka diperoleh
_ q? _ q’
R(a) = 3= @0 +3) + o5 — 5] R(@) = = @p +8) + o - 25| 6)
Nilai eigen energy untuk bagian azimut
QP q°
B =@t D+ i - ] (52)
Diperoleh besarnya energy bagian azimuth
_ r__ @
En¢ - 2my ((p +1+ Tl¢) (p+1+n¢)2> (53)
Nilai 4; yang ditulis
= @
A= sz ((p +1+ n¢,) (p+1+n¢)2> (54)

Dengan mensubstitusikan Persamaan (46) ke dalam Persamaan (28) dapat diperoleh operator

penaik dan penurun

+___h a h h q _ h h q
A" = J2mg do 1/ (,0+1) cot¢+‘/2m0 (p+1)’A J2mg (p+1)
(55)

Sehingga dari Persamaan (55) dan (37) diperoleh fungsi gelombang tingkat dasar,
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Yo = Csin(p)P+V exp (— (:i)) (56)

Fungsi gelombang tereksitasi dapat diperoleh dengan meninjau Persamaan (38) dan (55)

sebagai berkut,
=__n __a@p+3) () P+D
Y, = o C {[(Zp +3)cos¢ 121D sm(¢)] X [sm(d)) p+1 exp( o +2))]}(57)

Solusi Potensial Non-Central Bagian Angular

Selanjutnya menyelesaikan persamaan Schrodinger bagian angular, kita asumsikan H =

K . .
mdarl Persamaan (41) diperoleh,
w2 o2k | w? [kGe-D-7  yo-v|, w2 N
_EW-"Z_%[ oty | K = o (4 22) K (58)

Persamaan (63) dapat menentukan potensial efektif dan energy tingkat dasar bagian angular.

Veff_%[ K0e-1) | X D] dan Ejp, = ~ 2 (L4 ) (59)

sin?n cos2 2my \4
Formula superpotensial dari Persamaan (59) dapat ditulis
®(n) =Atann + Bcotn (60)
Persamaan (59), (60), dan (33) dapat diperoleh,

Kr(kr—1)
2(cpp? 2(per? _ _h* [ sin?n
A*(sec*n —1) + B“(csc n—1)+2AB—\/_(Asec n—Bcsc?n) = 70 2 G—1) —¢& (61)
cos2n
Menyamanakan koefisien variable Persamaan (61) dapat ditulis
A= B = ——Lidane = (y + )2 62
= ZmOX' = szK, an£—2m0 K ( )

Menentukan hubungan pasangan potensial Persamaan (30) dan (62) yang memiliki bentuk

invarian

k! (' +1)

h2 ( 1) k' (k-1 , hz (x+1)
V_ ()(Q,K' 0,7']) = [)io)izn S(an ) (X + k") ] V+(K O'XOrr/) = [)io)izn + sin27 (X +
x)? (63)
Dengan mensetting parameter baru y; = y + 1 dan 'y = k' + 1dari parameter y, = ydan
K’O — K,

hz x(x+1) | K'(k'+1)
VoG = g[S + S = (o i+ 2)7] (64)

Persamaan (31), (62), (63), dan (64) maka diperoleh

R(ay) = 2 (4y + 41’ + 4), R(ay) = 2 (4y + 41’ + 12) (65)

2mg 2mg

Persamaan (35) dan persamaan (36) dapat menentukan nilai eigen energy untuk bagian

Angular
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(-) _ h? ' _ ' 2
Enn = 2—"104()( + k' +2n, — 1), Enn = z_mo(X +K + Znn) (66)
Berdasarkan Persamaan (59) dan (66), dapat diperoleh nilai A, yang ditulis
' 2 _1
A =—(x+«' +2ny) ~a (67)
Dengan mensubstitusikan Persamaan (60) ke dalam Persamaan (27) dapat diperoleh prnurun

dan penaik operator

+_ __h d & o __h_d ,  _h o
AT = \/mdn+ Zmo(xtann k' cotn), A= Zmodn+m()(tann k' cotn)(68)

Sehingga dari Persamaan (68) dan (37) diperoleh fungsi gelombang tingkat dasar,
é_) = C cos(u)X sin(,u)"' (69)
Fungsi gelombang tereksitasi dapat diperoleh dengan meninjau Persamaan (38) dan (68)

sebagai berkut,

P, = \/ZLTOC{[(ZX + 1) sin?(n) + (=2’ — 1) cos®(n) —] X [cos(m* sin(n)"’]}(70)

Solusi Potensial Non-Central Bagian Radial

Persamaan Schrodinger bagian Radial Persamaan (40) dapat ditulis kembali sebagai berikut,

B O RIALI

2mg Ou? 2mgy \4
dimana A = 2D,adanB = D,a?. Persamaan (80) dapat menentukan potensial efektif dan

energy tingkat dasar bagian radial.

A B h?
Veff = —;+FdanE,’m = Enu - E(

1
4

+ 21+ 1) (72)

Formula superpotensial dari Persamaan (72) dapat ditulis

PG =F+7 (73)
Persamaan (72), (73) dan (33) dapat diperoleh,
24 9F6, G P G _ A, B _
F +2u+u2+2mou2 Rl (74)

Menyamanakan koefisien variable Persamaan (74) dapat ditulis

hZ

A G 8mg +B A2

=— : dane = —
12 h h ! 2 Y
2 [ 4Bt——— " he gy R
( 8mg 2 2m0> +2 2mg 4( 8m0+B+2 2mg

Menentukan hubungan pasangan potensial Persamaan (30) dan (75) yang memiliki bentuk

F =

(75)

invarian
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h h

L

A? l m m
Vo(u; ap) = = —= 42 :ZJZ— V2mo (76)
FEv—
< %w)( [ )
h h
A? A mo m
Ve (u; ap) = = — +2 2 :ZJZ_ JZ— (77)
o o)
8mo 2,/2mg
, h , h2 h
Dengan parameter baru a; = + B+ \/ﬂ N Py t B+ Tome
< /%w)( o B+ )
, R h
A? A mg m
V_ (u, al) = — - - — ; + 2 #2;/2_ \/2_ (78)
([t
Persamaan (31), (78) maka diperoleh
2 AZ
R(al) = 4 2 2 (79)
2 h 2 h h
4<\I%+B+z 2m0> (\] sm ! ZWI\/ZZT>
Nilai eigen energy untuk bagian radial
- A? A?
D (80)
4(\ 8m0+B+2 2m0> (\j 8m0 zﬁ W)
2,2
Eppy = (81)

- 2
h2 2 nh
<\I +Dea +2,/2m Jzm, )

Berdasarkan Persamaan (72) dan (81), dapat diperoleh eigen energy yang ditulis

(p+1+ng)"
h o) = 2 A?
Enp = T ﬁ o — (x+ ' +2n,)

— [22 gy h | muh
(p+14ngp) amo T ZW J2mo

di mana mpadalah konstanta massa partikel elementerp, g, ¥, k, o, Tmasing-masing adalah

2(82)

parameter konstanta potensial Non-Sentral, n,,n,, ngmasing-masing bilangan kuantum

N | =

orbital, i adalah konstanta Planck, E,, adalah energi eigen system, dan K==+

Jk(x — 1)Fungsi gelombang tingkat dasar dan fungsi gelombang tereksitasi,

J2mg Ap
h 2 A \/M/ W
o 2 [omgtBt e e [ \ 8mgy = 22mg
v (wag) = Ce u (83)
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Wl(_)(#, al) = - 8h_2+B+ h X
| /mo Jzmo

\/m Ap / ;
h 2m,
2<\/8hTO 2 :Zn > \/7\ 8}:?10+ +2 3;:110)
Cle 0 (84)
Kesimpulan

Dalam paper ini dijelaskan solusi analitik persamaan Schrodinger di bawah
pengaruh variable massa dependent kerangka koordinat bispherical (1, 6, ¢) untuk
potensial non sentral kombinasi dari potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen
Morse Trigonometri. Persamaan Schrodinger yang bergantung posisi (i, 8, ¢) dengan
variable massa dependent menggunakan metode pemisahan variabel dan
menghasilkan tiga persamaan Schrodinger satu dimensi, masing-masing sebagai
fungsi radial (u), angular (f), dan azimuthal (¢). Spektrum energi dan fungsi
gelombang dari potensial non-sentral dianalisis menggunakan metode
Supersymmetri mekanika kuantum.
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