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Abstrak 

Persamaan Schrödinger dengan potensial non-central bertujuan untuk memperoleh fungsi 
gelombang dan eigen energy nonrelativistik dalam ruang-waktu dengan topologi nonspherical. 
Potensial non-sentral hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen Morse 
Trigonometrik yang dipengaruhi oleh Position dependent mass yang dianalisis menggunakan 
metode Supersymmetric Quantum Mechanics (SUSY QM) dengan koordinat bispherical. Persamaan 
Schrödinger dengan potensial non-sentral secara umum dilakukan pemisahkan variabel bagian 
radial dan sudut. Solusi analitik yang diperoleh untuk penyelesaian fungsi gelombang system 
tingkat dasar dengan mengaplikasikan operator penurun dan operator penaik untuk fungsi 
gelombang tingkat atas dengan mengoperasikan fungsi gelombang tingkat dasar. Sedangkan 
eigen energinya diperoleh menggunakan sifat shape invariant.  

Keywords: Persamaan Schrödinger, variable mass dependent, SUSY QM, bispherical coordinate, 
potensial non-central 

Pendahuluan 
Persamaan Schrödinger merupakan perumusan matematis yang menjelaskan 

perubahan tiap waktu dari sistem fisika untuk mempelajari efek mekanika kuantum. 
Studi mengenai persamaan Schrödinger dalam ruang-waktu dengan topologi 
nonspherical dan konstanta kosmologis negatif seperti koordinat toroidal [1] dan 
koordinat bispherical [2] menjadi subjek penelitian yang menarik baru-baru ini. 
Koordinat bispherical adalah sistem koordinat ortogonal tiga dimensi yang dihasilkan 
dari sistem koordinat bipolar dua dimensi. Koordinat ini dapat diterapkan diberbagai 
cabang teori medan makroskopik seperti elektrostatika dan magnetostatika [3]. 
Beberapa aplikasi Koordinat bispherical (𝜂, 𝜃, 𝜆) dalam bidang makroskopik 
diantaranya: elektrostatik, magnetostatik, dan difusi steady-state, arus listrik, dan 
aliran panas [4]. 

Dalam beberapa tahun terakhir, banyak upaya yang telah dilakukan oleh peneliti 
untuk mendapatkan solusi analitis dari permasalahan non-sentral [5]. Potensial non-
sentral, energi potensialnya merupakan fungsi jarak dan sudut. Potensial ini dipelajari 
dalam sudut pandang mekanika kuantum non-relativistik dan/atau relativistic [6] 
dengan menggunakan berbagai metode untuk memecahkan potensial non-central 
sehingga dapat diperoleh spektrum energy keadaan terikat. 

Mekanika kuantum supersimetrik (SUSY-QM) adalah kerangka kerja yang 
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digunakan untuk menentukan nilai eigen energi dan fungsi eigen secara analitis 
untuk berbagai model potensial [7], [8]. Untuk menentukan spektrum energi 
nonrelativistik dapat diperoleh menggunakan SUSY-QM dan gagasan bentuk 
invariansi, sedangkan fungsi gelombang menggunakan operator SUSY-QM 
penurunan dan penaik [9]. Metode ini merupakan salah satu metode sederhana yang 
paling digunakan untuk memperoleh fungsi gelombang. 

Dalam paper ini, bagian radial dan sudut dari persamaan Schrödinger tiga 
dimensi dalam koordinat bispherical diselesaikan menggunakan metode SUSY QM 
untuk variabel sistem partikel yang dipengaruhi position dependent massa dengan 
potensial non-sentral. Partikel dengan massa yang bergantung pada posisi (efektif) 
dalam teori kuantum beberapa dekade terakhir telah menarik perhatian karena 
aplikasinya dalam fisika materi terkondensasi, misalnya, untuk deskripsi the graded 
crystals, quantum dots, dan metal clusters [10]. Potensial non-sentral yang digunakan 
hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen Morse Trigonometrik. 
Potensi Kratzer adalah salah satu potensial yang paling menarik karena mengandung 
istilah degeneracy-removing inverse square selain istilah Coulomb [11]. Potensial ini 
yang telah banyak diterapkan dalam berbagai kelas ilmu fisika dan kimia termasuk 
fisika atom dan molekuler [11], [12].  

Paper ini disusun menjadi beberapa bagian. Dalam Bagian 2 kami memberi ulasan 
singkat tentang koordinat bispherical, persamaan Schrödinger dengan variabel massa 
dependent, dan potensial non-sentral hasil kombinasi potensial Kratzer plus Poschl 
Teller dan Rosen Morse Trigonometrik. Bagian 3, review singkat tentang metode 
SUSY QM. Bagian 4 kami menyajikan hasil dan pembahasan, dan terakhir bagian 5 
yaitu kesimpulan. 

Dasar Teori 

Bispherical Coordinates 
Hubungan koordinat kartesian, koordinat bola, koordinat tabung dan koordinat 

bispherical pada persamaan Laplace dapat ditentukan dalam persamaan Laplace. 
Persamaan Laplace dalam sistem koordinat bispherical berfungsi untuk 
mendistribusikan potensial dan medan keseluruh ruang, terutama pada daerah 
antara dua bola. System koordinat bispherical didefinisikan dengan tiga variable 
(𝛽, 𝛼, 𝜑), 𝜑adalah bagian sudut azimut, dipilih sedemikian rupa sehingga 𝜑 = 0[13]. 
Koordinat bispherical terdiri dari tiga bagian antara lain bagian radial, polar angular 
Persamaan, dan azimuthal angular 

𝜇 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝑟2−𝑎2

√(𝑟2−𝑎2)2−4𝑎2𝑧2
), 
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Untuk menyelesaikan masalah antar bola eksentrik di mana satu bola berada di 
dalam bola yang lebih besar panjang confocal-nya adalah 

 𝑎 =
√𝑟𝑖

4+𝑟𝑜
4+𝛿4−2𝑟𝑖

2𝑟𝑜
2−2𝑟𝑖

2𝛿2−2𝑟𝑜
2𝛿2

2𝛿
 (2) 

𝛿adalah jarak antara pusat bola bagian dalam dan luar yang masing-masing 
memiliki jari-jari 𝑅𝑖dan 𝑅0 Persamaan Schrödinger dengan variabel massa 
Transformasi koordinat antara sistem Kartesius dimensi (𝑥, 𝑦, 𝑧)terkait koordinat 
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bispherical (𝜇, 𝜂, 𝜙)sebagai berikut [14]. 

𝑥 =
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑐𝑜𝑠𝜙

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
, 𝑦 =

𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛𝜙

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
,  𝑧 =

𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
 (3) 

Parameter 𝑎 menentukan skala linier jari-jari pusat bola yang disesuaikan dengan 
sistem dua bola pada koordinat bispherical. Sistem koordinat ini kita menyelesaikan 
persamaan Laplace 𝛥𝜓(𝜇, 𝜂, 𝜙) = 0 (𝜓 ini adalah potensial listrik) dalam tiga dimensi 
ketika masalah invarian (simetris) di bawah rotasi. 

ℎ𝜇
2 = 𝑔𝜇𝜇 = (

𝑑𝑥

𝑑𝜇
)
2
+ (

𝑑𝑦

𝑑𝜇
)
2
+ (

𝑑𝑧

𝑑𝜇
)
2
, ℎ𝜂

2 = 𝑔𝜂𝜂 = (
𝑑𝑥

𝑑𝜂
)
2
+ (

𝑑𝑦

𝑑𝜂
)
2
+ (

𝑑𝑧

𝑑𝜂
)
2
,ℎ𝜙
2 = 𝑔𝜙𝜙 = (

𝑑𝑥

𝑑𝜙
)
2
+

(
𝑑𝑦

𝑑𝜙
)
2
+ (

𝑑𝑧

𝑑𝜙
)
2
 (4) 

Persamaan (4) dapat diselesaikan dengan penjabaran dan differential parsial 
𝑑𝑧

𝑑𝜇
=

𝑎 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
−
(𝑠𝑖𝑛ℎ 𝜇)𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
, 
𝑑𝑥

𝑑𝜇
=

−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑐𝑜𝑠𝜙 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
,

𝑑𝑦

𝑑𝜇
=

−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛𝜙 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
 

𝑑𝑧

𝑑𝜂
=

−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜇

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
, 

𝑑𝑥

𝑑𝜂
=

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑐𝑜𝑠𝜙(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
−
𝑠𝑖𝑛 𝜂𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑐𝑜𝑠𝜙

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
, 

sin cos

cosh cos

dy a

d

 

  
=

−

𝑑𝑦

𝑑𝜂
=

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑠𝑖𝑛𝜙(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
−
𝑠𝑖𝑛 𝜂𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛𝜙

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2
, 
𝑑𝑧

𝑑𝜙
= 0, 

𝑑𝑥

𝑑𝜙
=

−𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝜂 𝑠𝑖𝑛𝜙

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
 (5) 

Berdasarkan Persamaan (5) dapat menentukan skala faktor koordinat bispherical 
μ, η, and ϕ, 

ℎ1 = ℎ𝜇 =
𝑎

𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
= ℎ2 = ℎ𝜂,  ℎ3 = ℎ𝜙 =

𝑎 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜂

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂
 (6) 

elemen garis koordinat ortogonal adalah 

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 = ℎ1
2𝑑𝑞1

2 + ℎ2
2𝑑𝑞2

2 + ℎ3
2𝑑𝑞3

2, 𝑑𝑟 = ℎ𝜇𝜇̂0𝑑𝜇 + ℎ𝜂𝜂̂0𝑑𝜂 + ℎ𝜙𝜙̂0𝑑𝜙 (7) 

𝜇̂0, 𝜂̂0, 𝜙̂0 merupakan unit vektor koordinat bispherical. Dengan menggunakan prinsip 

divergensi  

 
0

. lim
j

dt

V ds
V

dt→

 =





  (8) 
Dengan menggunakan divergensi vektor dalam koordinat bispherical, maka diperoleh 

 𝛻. 𝑉⃑⃑(𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) =
1

ℎ1ℎ2ℎ3
{
𝜕

𝜕𝑞1
(𝑉1ℎ2ℎ3) +

𝜕

𝜕𝑞2
(𝑉2ℎ3ℎ1) +

𝜕

𝜕𝑞3
(𝑉3ℎ1ℎ2)} (9) 

Operator diferensial 𝑉⃑⃑ = 𝛻𝜓diselesaikan dengan menggunakan prinsip gradient. Dimana 

solusi𝜓sebagai fungsi variable pemisah 

 𝛻𝜓 =
𝑞̂1

ℎ1

𝜕𝜓

𝜕𝑞1
+
𝑞̂2

ℎ2

𝜕𝜓

𝜕𝑞2
+
𝑞̂3

ℎ3

𝜕𝜓

𝜕𝑞3
 (10) 

𝑞̂1, 𝑞̂2, 𝑞̂3is a merupakan satuan vektor. Persamaan (12) dan (13) diselesaikan menggunakan 

prinsip gradien dan divergensi 

 𝛻2𝜓 = 𝛻. 𝛻𝜓 =
1

ℎ1ℎ2ℎ3
{
𝜕

𝜕𝑞1
(
ℎ2ℎ3

ℎ1

𝜕𝜓

𝜕𝑞1
) +

𝜕

𝜕𝑞2
(
ℎ3ℎ1

ℎ2

𝜕𝜓

𝜕𝑞2
) +

𝜕

𝜕𝑞3
(
ℎ1ℎ2

ℎ3

𝜕𝜓

𝜕𝑞3
)} (11) 

Sistem koordinat bispherical (𝜇, 𝜂, 𝜑), dimana 𝜑 adalah sudut azimuth dengan nilai 𝜑 = 0 [3, 

4, 39]. Persamaan Laplacian untuk sistem koordinat bispherical  
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 𝛻2𝜓 =
1

ℎ𝜇
3 [

𝜕

𝜕𝜇
(ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜇
) +

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(ℎ𝜇 𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝜓

𝜕𝜂
) +

ℎ𝜇

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2
] (12) 

Persamaan Schrödinger 3D koordinat bispherical 

 
−ℏ2

2𝑚
{
1

ℎ𝜇
3 [

𝜕

𝜕𝜇
(ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜇
) +

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂 ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜂
) +

ℎ𝜇

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝜓

𝜕𝜙2
]} + 𝑉(𝜇, 𝜂, 𝜙)𝜓 = 𝐸𝜓 (13) 

Persamaan (13) adalah persamaan Schrödinger yang direduksi dan diturunkan secara lebih 

sederhana dengan mensubstitukan pemisah variable dari persamaan Laplace yang disetting 

𝛹 = √𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇 − 𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝐹(𝜇, 𝜂, 𝜙) sehingga diperoleh 

 

 
𝜕

𝜕𝜇
(ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜇
) = 𝑎 [

1

2
𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜇−

1

2
𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇 𝑐𝑜𝑠 𝜂−

3

4
(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜇−1)

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
5
2

] 𝐹 + 𝑎(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇 − 𝑐𝑜𝑠 𝜂)−
1

2𝐹′′ (A) 

 
1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂 ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜂
) = 𝑎 (

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝑐𝑜𝑠 𝜂𝐹′

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

+
1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝑠𝑖𝑛 𝜂𝐹′′

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

) +
𝑎(𝑐𝑜𝑠 𝜂 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−

1

4
𝑐𝑜𝑠2 𝜂−

3

4
)𝐹

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
5
2

 (B) 

Persamaan (A) dan (B) dijumlahkan 

 [

𝜕

𝜕𝜇
(ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜇
) +

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂 ℎ𝜇

𝜕𝜓

𝜕𝜂
)
] =

{
 
 

 
 −

𝑎

4

𝐹

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

+ 𝑎

𝑑2𝐹

𝑑𝜇2

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

+

𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝜂
(

𝑐𝑜𝑠 𝜂
𝑑𝐹

𝑑𝜂

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

+
𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝑑2𝐹

𝑑𝜂2

(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

)
}
 
 

 
 

 (C) 

 
ℎ𝜇

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝑑2(𝑐𝑜𝑠ℎ𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2𝐹

𝑑𝜙2
=

𝑎(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

𝑠𝑖𝑛2 𝜂(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)

𝑑2𝐹

𝑑𝜙2
=

𝑎

𝑠𝑖𝑛2 𝜂(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
1
2

𝑑2𝐹

𝑑𝜙2
 (D) 

Persamaan (C) dan (D) disubstitusikan ke dalam Persamaan (10), diperoleh persamaan 

umum Schrödinger pada koordinat bispherical. 

 
−ℏ2

2𝑚

1

ℎ𝜇
2 {

𝜕2𝐹

𝜕𝜇2
+

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝜂
) +

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝐹

𝜕𝜙2
−
1

4
𝐹} + 𝑉𝐹 = 𝐸𝐹 (14) 

Bentuk persamaan Schrödinger potensial non-central dari koordinat bispherical. 

Mensubstitusi Persamaan Laplace (14), (6), dan potensial non-central menjadi persamaan 

Schrödinger tiga dimensi 

 
(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)2

𝑎2
[
−
𝐹

4
+
𝜕2𝐹

𝜕𝜇2
+

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝜂
) +

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝐹

𝜕𝜙2

] −
2𝑚

ℏ2
(𝑉(𝜇) + 𝑉(𝜂) + 𝑉

(𝜙)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
)𝐹 = −

2𝑚

ℏ2
𝐸𝐹(15) 

Formulasi position dependent mass yang disetting dalam penelitian ini agar persamaan 

Schrödinger dapat diselesaiakan secara analitik maupun eksak adalah sebagai berikut, 

 𝑚 =
𝑚𝑜

ℎ𝜇
2 ≈

𝑚0(𝑐𝑜𝑠ℎ 𝜇−𝑐𝑜𝑠 𝜂)
2

𝑎2
 (16) 

Diperoleh, 

 
𝜕2𝐹

𝜕𝜇2
+

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝜂
) +

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝐹

𝜕𝜙2
−
2𝑚0

ℏ2
(𝑉(𝜇) + 𝑉(𝜂) + 𝑉

(𝜙)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
)𝐹 = (

1

4
−
2𝑚0

ℏ2
𝐸)𝐹(17) 

dimana 

 𝐹 = 𝑀(𝜇)𝐻(𝜂)𝑃(𝜙) (18) 
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Potensial Non-Sentral Hasil Kombinasi Potensial Kratzer Plus Poschl Teller Dan 
Rosen Morse Trigonometrik  

Potensial Kratzer telah memainkan peran penting dalam fisika atom dan 
molekuler serta kimia kuantum. Potensial tipe ini telah digunakan secara luas untuk 
menggambarkan struktur molekul dan interaksinya [15]. Potensial Kratzer digunakan 
pada bagian radial dengan variabel 𝜇. Sehingga, potensial Kratzer yang digunakan 
yaitu  

 𝑉(𝜇) = −2𝐷𝑒 (
𝑎

𝜇
−
1

2

𝑎2

𝜇2
) (19) 

Potensial ini juga termasuk potensial anharmonic yang dapat mempelajari getaran 
tekukan di luar bidang [16]. Potensial Poschl Teller digunakan pada bagian sudut 
angular dengan variabel 𝜂. Sehingga, bentuk potensial Poschl Teller [17] yang 
digunakan yaitu 

 𝑉(𝜂) =
ℏ
2

2𝑚0
[
𝜅(𝜅−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
] (20) 

Potensial Pöschl-Teller 𝑉(𝜂) diatur oleh dua parameter, parameter 𝜅 dan 𝜒 
menyesuaikan derajat asimetri, dan simetris sempurna untuk 𝜅 = 𝜒 [18]. Dimana 𝑚0 
adalah massa suatu partikel. Selanjutnya, Potensial Rosen-Morse merupakan salah 
satu kandidat potensial yang digunakan untuk mendeskripsikan fungsi eigen dan 
spektrum energi kurungan kuantum dalam kromodinamika kuantum (QCD) [19]. 
Potensial TRM digunakan pada bagian sudut azimuthal dengan variabel 𝜙. Sehingga, 
bentuk potensial TRM [20]. yang digunakan yaitu 

 𝑉(𝜙) =
ℏ
2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙) (21) 

Dimana 𝜌dan 𝑞 adalah kedalaman parameter potensial Rosen Morse, dengan 𝜌 >

1, 𝑞 > 1, 0 ≤ 𝜙 ≤
𝜋

2
 

Metode Supersimetri Mekanika Kuantum 
Witten mendefinisikan system supersimetri mekanika kuantum [21], system 

supersimetri yang terdiri dari operator-operator supermuatan yang komut 
supersimetri Hamiltonian 
 [𝑄𝑖 , 𝐻𝑠𝑠] = 0 and 𝑖 = 1,2. . . . 𝑁 (22) 

N adalah banyaknya generator yang memenuhi hubungan anti komutasi. 

 [𝑄𝑖 , 𝑄𝑗] = 𝛿𝑖𝑗𝐻𝑠𝑠 (23) 

System SUSY yang paling sederhana 𝑁 = 2. Operator super muatan 𝑄1dan 𝑄2dapat 

diasosiasikan dengan partikel spin 
1

2
 yang dapat bergerak pada garis lurus didefinisiakn 

sebagai berikut 

 𝑄1 =
1

√2
(𝜎1

𝑝

√2𝑚
+ 𝜎2𝜙(𝑥)) and 𝑄2 =

1

√2
(−𝜎1𝜙(𝑥) + 𝜎2

𝑝

√2𝑚
) (24) 

𝜎1, 𝜎2 adalah matrik pauli dan 𝜙(𝑥)adalah superpotensial, dimana 𝑝 = −𝑖ℏ
𝑑

𝑑𝑥
momentum 

linear (momentum bosonic). Persamaan (23) dan (24) dapat diperoleh 
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 𝐻𝑠𝑠 = (
−

ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+

ℏ

√2𝑚

𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜙2 0

0 −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
−

ℏ

√2𝑚

𝑑𝜙

𝑑𝑥
+ 𝜙2

) = (
𝐻+ 0
0 𝐻−

) (25) 

dimana 

 𝐻+ = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉+(𝑥), with 𝑉+(𝑥) = 𝜙

2 +
ℏ

√2𝑚

𝑑𝜙

𝑑𝑥
 (26a) 

 𝐻− = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉−(𝑥), dengan 𝑉−(𝑥) = 𝜙

2 −
ℏ

√2𝑚

𝑑𝜙

𝑑𝑥
 (26b) 

𝑉−(𝑥) and 𝑉+(𝑥)  masing-masing adalah pasangan potensial supersimetri. Sehingga 

Persamaan (22) dapat menimbulkan energy terdegenerasi 𝐻− dan 𝐻+, SUSY partner 

Hamiltonian Fermionik (penurun) dan Bosonik (penaik). Berdasarkan Persamaan (26) dapat 

difaktorkan menjadi 

 𝐻− = 𝐴
+𝐴 dan 𝐻+ = 𝐴𝐴

+ (27) 

 𝐴+ = −
ℏ

√2𝑚

𝑑

𝑑𝑥
+𝛷(𝑥), 𝐴 =

ℏ

√2𝑚

𝑑

𝑑𝑥
+𝛷(𝑥) (28) 

Sepasang potensial supersimetri dikatakan shape invariance apabila kedua potensial 

memiliki bentuk yang sama hanya dibedakan oleh parameter pada potensial tersebut dan 

memenuhi syarat seperti, 

 𝑉+(𝑥; 𝑎𝑗) = 𝑉−(𝑥; 𝑎𝑗+1) + 𝑅(𝑎𝑗+1) (29) 

 𝑉+(𝑥; 𝑎𝑗) = 𝜙
2(𝑥; 𝑎𝑗) +

ℏ

√2𝑚
𝜙′(𝑥; 𝑎𝑗)dan 𝑉−(𝑥; 𝑎𝑗) = 𝜙

2(𝑥; 𝑎𝑗) −
ℏ

√2𝑚
𝜙′(𝑥; 𝑎𝑗)(30) 

 𝑅(𝑎1) = 𝑉+(𝑎0, 𝜇) − 𝑉−(𝑎1, 𝜇)dan 𝑅(𝑎2) = 𝑉+(𝑎1, 𝜇) − 𝑉−(𝑎2, 𝜇) (31) 

dimana 𝑗 = 0,1,2, . . . 𝑎 adalah parameter yang ditentukan secara berturutan (rekursif), 𝑎𝑗+1 =

𝑓(𝑎𝑗) and 𝑅(𝑎𝑗)konstanta yang tidak bergantung terhadap 𝑥, 𝜙′(𝑥, 𝑎𝑗)adalah turunan 

pertama 𝜙(𝑥, 𝑎𝑗). Hubungan antara Hamilton umum dan Hamiltonian SUSY dinyatakan 

sebagai berikut 

 𝐻 = 𝐻− + 𝜀 = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉−(𝑥; 𝑎0) + 𝜀 (32) 

 𝑉(𝑥) = 𝑉−(𝑥; 𝑎0) + 𝜀 = 𝜙
2(𝑥; 𝑎𝑜) −

ℏ

√2𝑚
𝜙′(𝑥; 𝑎𝑗) + 𝜀 (33) 

Dimana (𝑥) sering dinyatakan sebagai Potensial Efektif (𝑉𝑒𝑓𝑓). Sedangkan 𝜙(𝑥) ditentukan 

dengan dugaan secara intelektual berdasarkan bentuk potensial efektif sistem terkait. 

Prosedur penjabaran 𝐻0ke 𝐻1, diteruskan ke Hamiltonian yang lebih tinggi dan akhirnya 

diperoleh generalisasi seperti, 

 𝐻𝑠 = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉−(𝑥; 𝑎𝑠) + ∑ 𝑅(𝑎𝑘)

𝑠
𝑘=1  (34) 

Dari Persamaan (34) diasumsikan 𝐻− = 𝐻0 bila dioperasikan pada fungsi gelombang tingkat 

dasar maka akan diperoleh spectrum energy (eigenvalues) dari 𝐻𝑛.
.
 

 𝐸𝑛
(−) = ∑ 𝑅(𝑎𝑘)

𝑠
𝑘=1  (35) 
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Energy spektrum tingkat dasar dapat diperoleh, 

 𝐸𝑛 = 𝐸0
(−)

+ 𝜀 (36) 

𝐸0 merupakan Energy tingkat. Untuk menentukan fungsi gelombang tingkat dasar 

𝐴𝜓0
(−)dapat dicirikan dengan lowering operator (𝐴)Hamiltonian, (𝐴+)apabila dioperasikan 

maka hasilnya sama dengan nol 
 

 𝐴𝜓0
(−)

= 0 (37) 

untuk memperoleh fungsi gelombang tereksitasi dapat dicirikan dengan raising operator 

(𝐴+) Hamiltonian yang diperoleh dari operasi berantai (𝐴+)terhadap gelombang tingkat 

dasar
 

 𝜓𝑛
(−)(𝑥; 𝑎0) ≈ 𝐴

+(𝑥; 𝑎0)𝜓𝑛−1
(−) (𝑥; 𝑎1) (38) 

Selanjutnya, penyelesaian persamaan Schrödinger koordinat bispherical untuk sistem tiga 

dimensi  

Hasil dan Pembahasan 
Persamaan Schrödinger potensial non-sentral Kratzer plus Poschl-Teller dan 

Rosen Morse trigonometri. merupakan potensial yang hadir secara simultan dalam 
sistem kuantum. Potensial non-sentral ini dinyatakan sebagai 

 𝑉(𝜇, 𝜂, 𝜙) = −2𝐷𝑒 (
𝑎

𝜇
−
1

2

𝑎2

𝜇2
) +

ℏ
2

2𝑚0
[
𝜅(𝜅−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
] +

ℏ
2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙)(39) 

Bentuk persamaan Schrödinger tiga dimensi untuk Potensial Kratzer plus Poschl 
Teller dan Rosen-Morse trigonometri dinyatakan, 

 −
ℏ
2

2𝑚0
[
𝜕2𝐹

𝜕𝜇2
+

1

𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝐹

𝜕𝜂
) +

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂

𝜕2𝐹

𝜕𝜙2
] +

(

  
 

−2𝐷𝑒 (
𝑎

𝜇
−
1

2

𝑎2

𝜇2
) +

ℏ
2

2𝑚0
[
𝜅(𝜅−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
]

+
ℏ
2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙))

  
 
𝐹 +

1

4
𝐹 = 𝐸𝐹 (40) 

Dari Persamaan (40) diperoleh persamaan Schrödinger fungsi bagian radial, sudut dan 

azimut, secara berurutan dalam bentuk, 

 
1

𝑀

𝜕2𝑀

𝜕𝜇2
−
2𝑚0

ℏ2
[−2𝐷𝑒 (

𝑎

𝜇
−
1

2

𝑎2

𝜇2
)] −

1

4
− 𝜆1 +

2𝑚0

ℏ2
𝐸 = +𝜆2 (41) 

 −
1

𝐻 𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝑠𝑖𝑛 𝜂

𝜕𝐻

𝜕𝜂
) −

2𝑚0

ℏ2
[
𝜅(𝜅−1)−

1

4

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
] = 𝜆2 (42) 

 −
1

𝑃

𝜕2𝑃

𝜕𝜙2
+
2𝑚0

ℏ2
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙) = 𝜆1 𝑠𝑖𝑛

2 𝜂 (43) 

Solusi Potensial Non-Central Bagian Azimuth 

Persamaan (43) dapat ditulis kembali 

 −
ℏ2

2𝑚0

𝜕2𝑃

𝜕𝜙2
+

ℏ2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙)𝑃 =

ℏ2

2𝑚0
𝜆1𝑃 𝑠𝑖𝑛

2 𝜂 (44) 

Dari Persamaan (44) dapat diperoleh potensial efektif dan energy tingkat dasar. 
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 𝑉𝑒𝑓𝑓 =
ℏ2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙) dan 𝐸𝑛𝜙

′′′ =
ℏ2

2𝑚0
𝜆1 𝑠𝑖𝑛

2 𝜂 (45) 

Dengan dugaan yang tajam, maka superpotensial dari Persamaan (44) adalah, 

 𝛷(𝜙) = 𝐴 𝑐𝑜𝑡 𝜙 −
𝐵

𝐴
 (46) 

Persamaan (45), dan (46) disubstitusikan ke dalam Persamaan (33) diperoleh, 

 𝐴2 𝑐𝑠𝑐2 𝜙 − 𝐴2 − 2𝐵 𝑐𝑜𝑡 𝜙 +
𝐵2

𝐴2
+

ℏ

√2𝑚0
𝐴 𝑐𝑠𝑐2 𝜙 =

ℏ2

2𝑚0
(
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙) − 𝜀(47) 

Dengan menyamanakan koefisien dari variabel sisi kanan dan kiri Persamaan (47) dapat 

diperoleh nilai konstanta 𝐴, 𝐵 dan 𝜀 

 𝐴 = −
ℏ

√2𝑚0
(𝜌 + 1);𝐵 =

ℏ2

2𝑚0
𝑞; dan 𝜀 =

ℏ2

2𝑚0
((𝜌 + 1)2 −

𝑞2

(𝜌+1)2
) (48) 

Persamaan (30), (47), dan (48), untuk menentukan hubungan pasangan potensial yang 

memiliki bentuk invarian, seperti 

𝑉−(𝜌0, 𝜙) =
ℏ2

2𝑚0
[
𝜌(𝜌+1)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− (𝜌 + 1)2 − 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙 +

𝑞2

(𝜌+1)2
],𝑉+(𝜌0, 𝜙) =

ℏ2

2𝑚0
[
𝜌2+3𝜌+2

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙 −

(𝜌 + 1)2 +
𝑞2

(𝜌+1)2
] (49) 

Dengan mensetting parameter baru 𝜌1 = 𝜌 + 1 dari parameter 𝜌0 = 𝜌 

 𝑉−(𝜌1, 𝜙) =
ℏ2

2𝑚0
[
(𝜌+1)(𝜌+2)

𝑠𝑖𝑛2𝜙
− 2𝑞 𝑐𝑜𝑡 𝜙 − (𝜌 + 2)2 +

𝑞2

(𝜌+2)2
] (50) 

maka diperoleh 

𝑅(𝑎1) =
ℏ2

2𝑚0
[(2𝜌 + 3) +

𝑞2

(𝜌+1)2
−

𝑞2

(𝜌+2)2
], 𝑅(𝑎2) =

ℏ2

2𝑚0
[(2𝜌 + 5) +

𝑞2

(𝜌+2)2
−

𝑞2

(𝜌+3)2
] (51) 

Nilai eigen energy untuk bagian azimut 

 𝐸𝑛
(−) =

ℏ2

2𝑚0
[(2𝜌 + 2𝑛 + 1) +

𝑞2

(𝜌+𝑛)2
−

𝑞2

(𝜌+𝑛+1)2
] (52) 

Diperoleh besarnya energy bagian azimuth 

 𝐸𝑛𝜙 =
ℏ2

2𝑚0
((𝜌 + 1 + 𝑛𝜙)

2
−

𝑞2

(𝜌+1+𝑛𝜙)
2) (53) 

Nilai 𝜆1yang ditulis 

 𝜆1 =
1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
((𝜌 + 1 + 𝑛𝜙)

2
−

𝑞2

(𝜌+1+𝑛𝜙)
2) (54) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (46) ke dalam Persamaan (28) dapat diperoleh operator 

penaik dan penurun 

𝐴+ = −
ℏ

√2𝑚0

𝑑

𝑑𝜙
−

ℏ

√2𝑚0
(𝜌 + 1) 𝑐𝑜𝑡 𝜙 +

ℏ

√2𝑚0

𝑞

(𝜌+1)
,𝐴 =

ℏ

√2𝑚0

𝑑

𝑑𝜙
−

ℏ

√2𝑚0
(𝜌 + 1) 𝑐𝑜𝑡 𝜙 +

ℏ

√2𝑚0

𝑞

(𝜌+1)

 (55) 

Sehingga dari Persamaan (55) dan (37) diperoleh fungsi gelombang tingkat dasar, 
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 𝜓0 = 𝐶 𝑠𝑖𝑛(𝜙)
(𝜌+1) 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑞𝜙

(𝜌+1)
) (56) 

Fungsi gelombang tereksitasi dapat diperoleh dengan meninjau Persamaan (38) dan (55) 

sebagai berkut, 

 𝜓1 = −
ℏ

√2𝑚0
𝐶 {[(2𝜌 + 3) 𝑐𝑜𝑠 𝜙 −

𝑞(2𝜌+3)

(𝜌+2)(𝜌+1)
𝑠𝑖𝑛(𝜙)] × [𝑠𝑖𝑛(𝜙)(𝜌+1) 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑞𝜙

(𝜌+2)
)]}(57) 

Solusi Potensial Non-Central Bagian Angular 

Selanjutnya menyelesaikan persamaan Schrödinger bagian angular, kita asumsikan 𝐻 =

𝐾

√𝑠𝑖𝑛 𝜂
dari Persamaan (41) diperoleh, 

 −
ℏ2

2𝑚0

𝜕2𝐾

𝜕𝜂2
+

ℏ2

2𝑚0
[
𝜅(𝜅−1)−

1

4

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
]𝐾 = −

ℏ2

2𝑚0
(
1

4
+ 𝜆2)𝐾 (58) 

Persamaan (63) dapat menentukan potensial efektif dan energy tingkat dasar bagian angular. 

 𝑉𝑒𝑓𝑓 =
ℏ2

2𝑚0
[
𝜅′(𝜅′−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
] dan 𝐸𝑛𝜂

′′ = −
ℏ2

2𝑚0
(
1

4
+ 𝜆2) (59) 

Formula superpotensial dari Persamaan (59) dapat ditulis 

 𝛷(𝜂) = 𝐴 𝑡𝑎𝑛 𝜂 + 𝐵 𝑐𝑜𝑡 𝜂 (60) 

Persamaan (59), (60), dan (33) dapat diperoleh, 

 𝐴2(𝑠𝑒𝑐2 𝜂 − 1) + 𝐵2(𝑐𝑠𝑐2 𝜂 − 1) + 2𝐴𝐵 −
ℏ

√2𝑚0
(𝐴 𝑠𝑒𝑐2 𝜂 − 𝐵 𝑐𝑠𝑐2 𝜂) =

ℏ2

2𝑚0
[

𝜅′(𝜅′−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
+

𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂

] − 𝜀 (61) 

Menyamanakan koefisien variable Persamaan (61) dapat ditulis  

 𝐴 =
ℏ

√2𝑚𝑜
𝜒;𝐵 = −

ℏ

√2𝑚0
𝜅′;dan 𝜀 =

ℏ2

2𝑚𝑜
(𝜒 + 𝜅′)2 (62) 

Menentukan hubungan pasangan potensial Persamaan (30) dan (62) yang memiliki bentuk 

invarian 

𝑉−(𝜒0, 𝜅
′
0, 𝜂) =

ℏ2

2𝑚0
[
𝜒(𝜒−1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
+
𝜅′(𝜅′−1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
− (𝜒 + 𝜅′)2],𝑉+(𝜅

′
0, 𝜒0, 𝜂) =

ℏ2

2𝑚0
[
𝜒(𝜒+1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
+
𝜅′(𝜅′+1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
− (𝜒 +

𝜅′)2] (63) 

Dengan mensetting parameter baru 𝜒1 = 𝜒 + 1 dan 𝜅′1 = 𝜅
′ + 1dari parameter 𝜒0 = 𝜒dan 

𝜅′0 = 𝜅
′ 

 𝑉−(𝜅
′
1, 𝜒1, 𝜂) =

ℏ2

2𝑚0
[
𝜒(𝜒+1)

𝑐𝑜𝑠2 𝜂
+
𝜅′(𝜅′+1)

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
− (𝜒 + 𝜅′ + 2)2] (64) 

Persamaan (31), (62), (63), dan (64) maka diperoleh 

 𝑅(𝑎1) =
ℏ2

2𝑚0
(4𝜒 + 4𝜅′ + 4), 𝑅(𝑎2) =

ℏ2

2𝑚0
(4𝜒 + 4𝜅′ + 12) (65) 

Persamaan (35) dan persamaan (36) dapat menentukan nilai eigen energy untuk bagian 

Angular 
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 𝐸𝑛𝜂
(−) =

ℏ2

2𝑚0
4(𝜒 + 𝜅′ + 2𝑛𝜂 − 1), 𝐸𝑛𝜂 =

ℏ2

2𝑚0
(𝜒 + 𝜅′ + 2𝑛𝜂)

2
 (66) 

Berdasarkan Persamaan (59) dan (66), dapat diperoleh nilai 𝜆2yang ditulis 

 𝜆2 = −(𝜒 + 𝜅
′ + 2𝑛𝜂)

2
−
1

4
 (67) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (60) ke dalam Persamaan (27) dapat diperoleh prnurun 

dan penaik operator 

 𝐴+ = −
ℏ

√2𝑚0

𝑑

𝑑𝜂
+

ℏ

√2𝑚0
(𝜒 𝑡𝑎𝑛 𝜂 − 𝜅′ 𝑐𝑜𝑡 𝜂), 𝐴 =

ℏ

√2𝑚0

𝑑

𝑑𝜂
+

ℏ

√2𝑚0
(𝜒 𝑡𝑎𝑛 𝜂 − 𝜅′ 𝑐𝑜𝑡 𝜂)(68) 

Sehingga dari Persamaan (68) dan (37) diperoleh fungsi gelombang tingkat dasar, 

 𝜓0
(−) = 𝐶 𝑐𝑜𝑠(𝜇)𝜒 𝑠𝑖𝑛(𝜇)𝜅

′
 (69) 

Fungsi gelombang tereksitasi dapat diperoleh dengan meninjau Persamaan (38) dan (68) 

sebagai berkut, 

 𝜓1 =
ℏ

√2𝑚0
𝐶{[(2𝜒 + 1) 𝑠𝑖𝑛2(𝜂) + (−2𝜅′ − 1) 𝑐𝑜𝑠2(𝜂) −] × [𝑐𝑜𝑠(𝜂)𝜒 𝑠𝑖𝑛(𝜂)𝜅

′
]}(70) 

Solusi Potensial Non-Central Bagian Radial  

Persamaan Schrödinger bagian Radial Persamaan (40) dapat ditulis kembali sebagai berikut, 

 −
ℏ2

2𝑚0

𝜕2𝑀

𝜕𝜇2
+ [(−

𝐴

𝜇
+

𝐵

𝜇2
)]𝑀 = −

ℏ2

2𝑚0
(
1

4
−
2𝑚0

ℏ2
𝐸 + 𝜆1 + 𝜆2)𝑀 (71) 

dimana 𝐴 = 2𝐷𝑒𝑎dan𝐵 = 𝐷𝑒𝑎
2. Persamaan (80) dapat menentukan potensial efektif dan 

energy tingkat dasar bagian radial. 

 𝑉𝑒𝑓𝑓 = −
𝐴

𝜇
+

𝐵

𝜇2
dan𝐸𝑛𝜇

′ = 𝐸𝑛𝜇 −
ℏ2

2𝑚0
(
1

4
+ 𝜆1 + 𝜆2) (72) 

Formula superpotensial dari Persamaan (72) dapat ditulis 

 𝛷(𝜇) = 𝐹 +
𝐺

𝜇
 (73) 

Persamaan (72), (73) dan (33) dapat diperoleh, 

 𝐹2 + 2
𝐹𝐺

𝜇
+
𝐺2

𝜇2
+

ℏ2

2𝑚0

𝐺

𝜇2
= −

𝐴

𝜇
+

𝐵

𝜇2
− 𝜀 (74) 

Menyamanakan koefisien variable Persamaan (74) dapat ditulis  

 𝐹 =
𝐴

2(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

;𝐺 = −(
√

ℏ2

8𝑚0
+ 𝐵

+
ℏ

2√2𝑚0

); dan𝜀 = −
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 (75) 

Menentukan hubungan pasangan potensial Persamaan (30) dan (75) yang memiliki bentuk 

invarian 
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 𝑉−(𝜇; 𝑎0) =
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 −
𝐴

𝜇
+

(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵

+
ℏ

2√2𝑚0

)(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
−

ℏ

√2𝑚0

)

𝜇2
 (76) 

 𝑉+(𝜇; 𝑎0) =
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 −
𝐴

𝜇
+

(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵

+
ℏ

2√2𝑚0

)(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
+

ℏ

√2𝑚0

)

𝜇2
 (77) 

Dengan parameter baru 𝑎1 = √
ℏ2

8𝑚0
+ 𝐵 +

ℏ

2√2𝑚0
+

ℏ

√2𝑚0
 dari parameter 𝑎0 = √

ℏ2

8𝑚0
+ 𝐵 +

ℏ

2√2𝑚0
 

 𝑉−(𝜇; 𝑎1) =
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 −
𝐴

𝜇
+

(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵

+
ℏ

2√2𝑚0

)(
√

ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
+

ℏ

√2𝑚0

)

𝜇2
 (78) 

Persamaan (31), (78) maka diperoleh 

 𝑅(𝑎1) =
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 −
𝐴2

(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
+

2ℏ

√2𝑚0
)

2 (79) 

Nilai eigen energy untuk bagian radial 

 𝐸𝑛
(−)

=
𝐴2

4(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

2 −
𝐴2

(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
+

𝑛ℏ

√2𝑚0
)

2 (80) 

 𝐸𝑛𝜇
′ = −

𝐷𝑒
2𝑎2

(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐷𝑒𝑎

2+
ℏ

2√2𝑚0
+

𝑛ℏ

√2𝑚0
)

2 (81) 

Berdasarkan Persamaan (72) dan (81), dapat diperoleh eigen energy yang ditulis 

 𝐸𝑛𝜇 =
ℏ

√2𝑚0
(

1

𝑠𝑖𝑛2 𝜂
(
(𝜌 + 1 + 𝑛𝜙)

2
−

𝑞2

(𝜌+1+𝑛𝜙)
2

)− (𝜒 + 𝜅′ + 2𝑛𝜂)
2
)−

𝐴2

(√
ℏ2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
+
𝑛𝜇ℏ

√2𝑚0
)

2(82) 

di mana 𝑚0adalah konstanta massa partikel elementer𝜌, 𝑞, 𝜒, 𝜅, 𝜎, 𝜏masing-masing adalah 

parameter konstanta potensial Non-Sentral, 𝑛𝜇 , 𝑛𝜂 , 𝑛𝜙masing-masing bilangan kuantum 

orbital, ℏ adalah konstanta Planck, 𝐸𝑛𝜇 adalah energi eigen system, dan 𝜅′ =
1

2
+

√𝜅(𝜅 − 1)Fungsi gelombang tingkat dasar dan fungsi gelombang tereksitasi, 

 𝛹0
(−)(𝜇, 𝑎0) = 𝐶 𝑒

√2𝑚0
ℏ

𝐴𝜇

2(√
ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

𝜇

−
√2𝑚0

ℏ
(√

ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

 (83) 



18 
 

 𝛹1
(−)(𝜇, 𝑎1) = −

[
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐴

2(√
ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

3ℏ

2√2𝑚0
)𝜇

+

𝐴

2(√
ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

2√2𝑚0
)

+

(√
ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

ℏ

√2𝑚0
)

𝜇

]
 
 
 
 
 
 
 
 

×

𝐶

(

 
 
𝑒

√2𝑚0
ℏ

𝐴𝜇

2(√
ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

3ℏ

2√2𝑚0
)

𝜇

−
√2𝑚0

ℏ
(√

ℏ
2

8𝑚0
+𝐵+

3ℏ

2√2𝑚0
)

)

 
 

 (84) 

Kesimpulan 
Dalam paper ini dijelaskan solusi analitik persamaan Schrödinger di bawah 

pengaruh variable massa dependent kerangka koordinat bispherical (𝜇, 𝜃, 𝜙) untuk 
potensial non sentral kombinasi dari potensial Kratzer plus Poschl Teller dan Rosen 
Morse Trigonometri. Persamaan Schrodinger yang bergantung posisi (𝜇, 𝜃, 𝜙) dengan 
variable massa dependent menggunakan metode pemisahan variabel dan 
menghasilkan tiga persamaan Schrodinger satu dimensi, masing-masing sebagai 
fungsi radial (𝜇), angular (𝜃), dan azimuthal (𝜙). Spektrum energi dan fungsi 
gelombang dari potensial non-sentral dianalisis menggunakan metode 
Supersymmetri mekanika kuantum.  
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